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The article is devoted to the development of a mathematical model of atmospheric dynamics and 
the spread of environmentally harmful impurities over the city, taking into account the influence 
of the river that does not freeze in the winter. The article describes a mathematical model for 
calculating the dynamics of the atmosphere and the distribution of harmful outcomes and model 
testing results by the example of several tests. Also shown is the result of a model calculation of 
the spread of harmful impurities directly above the city of Krasnoyarsk.
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Разработка математической модели  
динамики атмосферы  
и распространения вредных выбросов  
над г. Красноярском
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А.А. Дектерева,б, Е.С. Тэпфера
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Статья посвящена разработке математической модели динамики атмосферы и 
распространения экологически вредных примесей над городом с учетом влияния 
незамерзающей в зимнее время реки. В статье представлено описание математической 
модели для расчета динамики атмосферы и распространения вредных выбросов 
и результаты тестирования модели на примере нескольких задач. Также показан 
результат модельного расчета распространения вредных примесей непосредственно над 
г. Красноярском.
Ключевые слова: математическая модель, расчетная область, распространение примесей, 
свободная конвекция, турбулентное течение, выбросы, концентрации.
Для расчета динамики атмосферы и распространения вредных выбросов используются 
различные методики и математические модели: эмпирические, статистические, детермини-
стические и их комбинации. Наиболее перспективным, базирующимся на физических законах 
является класс детерминистических моделей, основанных на полных пространственных урав-
нениях гидродинамики. При этом в разных вариантах используются Лагранжево, Эйлерово 
или гибридное описание распространения вредных примесей. 
Для расчета динамики атмосферы и распространения примесей выбрано Эйлерово поле-
вое описание и его реализация в разрабатываемых авторами программных комплексах TFlows 
и SigmaFlow [1].
Динамика атмосферы над г. Красноярском не типична для крупных городов, что об-
условлено наличием в черте города крупной реки Енисей, которая из-за наличия вверх 
по течению крупнейшей Красноярской ГЭС не замерзает зимой даже в сильные морозы. 
Это условие определяет значительный градиент температуры между поверхностью реки 
и окружающей атмосферой, при этом поверхность реки и летом и зимой находится в дви-
жении, что не позволяет использовать существующие специализированные программные 
продукты.
Математическая модель
Разработана физико-математическая модель аэродинамики и теплообмена атмосферного 
пограничного слоя, а также распространения вредных выбросов, основанная на нестационар-
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ной системе уравнений Рейнольдса для слабосжимаемой среды с переменной температурой. 
Фазово-осредненные уравнения для переноса импульса (1), тепла (2) (в форме потенциальной 
температуры) и влаги (3) являются основой для модели на нестационарных уравнениях Рей-
нольдса (U-RANS):
Ключевые слова: математическая модель, расчетная область, распространение примесей, 
свободная конвекция, турбулентное течение, выбросы, концентрации. 
Для расчета динамики атмосферы и распространения вредных выбросов используются 
различные методики и математические модели: эмпирические, статистические, 
детерминистические и их комбинации. Наиболее перспективными, основывающимися на 
физических законах является класс детерминистических моделей основанных на полных 
пространственных уравнениях гидродинамики. При этом в разных вариантах используются 
Лагранжево, Эйлерово или гибридное описание распространения вредных примесей.  
Для расчета динамики атмосферы и распространения примесей выбрано Эйлерово 
полевое описание и его реализация в разрабатываемых авторами программных комплексах 
TFlows и SigmaFlow [1]. 
Динамика атмосферы над городом Красноярск является не типичной для крупных 
городов, что обусловлено наличием в черте города крупной реки Енисей, которая из-за 
наличия вверх по течению крупнейшей Красноярской ГЭС не замерзает зимой даже в 
сильные морозы. Это условие определяет значительный градиент температуры между 
поверхностью реки и окружающей атмосферой, при этом поверхность реки и летом и зимой 
находится в движении, что не позволяет использовать существующие специализированные 
программные продукты. 
Математическая модель 
Разработана физико-математическая модель аэродинамики и теплообмена 
атмосферного пограничного слоя, а также распространения вредных выбросов, основанная 
на нестационарной системе уравнений Рейнольдса для слабосжимаемой среды с переменной 
температурой. Фазово-осредненные уравнения для переноса импульса (1), тепла (2) (в форме 
потенциальной температуры) и влаги (3) являются основой для модели на основе 
нестационарных уравнений Рейнольдса (U-RANS): 
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Так как в крупномасштабных атмосферных течениях влияние турбулентной диффузии 
намного сильнее, чем молекулярной, то последней можно пренебречь.  
Нестационарные уравнения (1-3) формулируются в форме разложения, в котором 
переменные Ф=Ui,T,H раскладывается на часть, отфильтрованную по времени (с периодом 
фильтра пропорциональным шагу по времени), обозначенную угловыми скобками, и 
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Так как в крупномасштабных атмосферных течениях влияние турбулентной диффузии на-
много сильнее, чем молекулярной, то последней можно пренебр чь. 
Нестационарные уравнения (1-3) формулируются в форме разложения, в котором перемен-
ные Ф=Ui,T,H раскладываются на часть, отфильтрованную по времени (с периодом фильтра, 
пропорциональным шагу по времени), обозначенную угловыми скобками, и стохастическую 
часть. Уравнения замыкались через многопараметрическую модель, где для рейнольдсовых на-
пряжений использовалась гипотеза турбулентной вязкости, а для турбулентного потока тепла 
использовалось дополнительное слагаемое с амплитудой пульсаций температуры. Применяли 
следующий вид для тензора рейнольдсовых напряжений τij и турбулентных потоков тепла (τθj) 
и влаги (τhj):
стохастическую часть. Уравнения замыкались че з много араметрическую модель, где для 
рейнольдсовых напряжений использовалась гипотеза турбулентной вязкости, а для 
турбулентного потока тепла использовалось дополнительное слагаемое с амплитудой 
пульсаций температуры. Использовался следующий вид для тензора рейнольдсовых 
напряжений τij и турбулентных потоков тепла (τθj) и влаги (τhj): 
 
�������� � ��� �
�����
���
� �
����
���
� � �
�
������ � ��
���
���
������� � ������  (4) 
��� � ��� � ���
���
���
����
����
���
� ����
�����
���
� ���������     (5) 
��� � ��� � ���
���
���
����
����
���
� ����
�����
���
�       (6) 
 
где ��� � ������/��� -турбулентная вязкость,  β коэффициент теплового расширения. 
Выражения (4)-(6) получены из точных уравнений для вторых моментов, с 
сохранением структуры всех источниковых членов. Отметим, что, в отличие от температуры, 
влажность представлялась как пассивная примесь, что отражено в отсутствии слагаемого с 
гравитацией в выражении (6). Величины в фигурных скобках имеют значение 
отфильтрованных по времени трехмерных полей, получаемых решением соответствующих 
эволюционных уравнений: для кинетической энергии турбулентности, ее скорости 
диссипации, и квадрата пульсаций температуры.  
В итоге добавляя к системе (1)-(6) уравнения  для кинетической энергии 
турбулентности, ее скорости диссипации, и квадрата пульсаций температуры 
(трехпараметрическую модель k−ε−θ2) получаем замкнутую систему дифференциальных 
уравнений [2]. 
Для дискретизации системы дифференциальных уравнений используется метод 
конечных объемов, реализованный для расчета на произвольных совмещенных 
неструктурированных расчетных сетках. Аппроксимация всех членов уравнений  
(нестационарных, конвективных, диффузионных) осуществляется схемами второго порядка 
точности. Взаимосвязь поля давления и поля скорости осуществляется через процедуру 
расщепления Simple-C. Для решения системы алгебраических уравнений используется 
многосеточный метод.  
Тестирование  
Для тестирования математической модели рассмотрено несколько тестовых задач о 
свободной конвекции. Первая задача представляет собой задачу о развитии 
свободноконвективного течения в зазоре между цилиндрами. Внутри цилиндра с радиусом 
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диссипации, и квадрата пульсаций те ператур .  
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неструктурированн х расчетн х сетках. ппрокси ация всех членов уравнений  
(нестационарн х, конвективн х, ди узионн х) осу ествляется схе а и второго порядка 
точности. заи освязь поля давления и поля скорости осу ествляется через процедуру 
рас епления Si ple- . ля ре ения систе  алгебраических уравнений используется 
ногосеточн й етод.  
Тес ирование  
ля тестирования ате атической одели расс отрено несколько тестов х задач о 
свободной конвекции. ервая задача представляет собой задачу о развитии 
свободноконвективного течения в зазоре е ду цилиндра и. нутри цилиндра с радиусо  
, (5)
ст аст еск ю асть. У ав е я замыка сь ерез м г па амет еск ю м е ь, г е я 
е ь с вы  а яже  с ьз ва ась г теза т е т  вязк ст , а я 
т е т г  т ка те а с ьз ва сь те ь е с агаем е с ам т  
ьса  тем е ат ы. И ьз ва ся с е ющ  в  я те з а е ь с вы  
а яже  τij  т е т ы  т к в те а (τθj)  в аг  (τhj): 
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г е � � � ��� ��/��� -т е т ая вязк сть,   к эфф е т те в г  асш е я. 
Вы аже я ( )-( ) е ы з т ы  ав е  я вт ы  м ме т в, с 
с а е ем ст кт ы все  ст к вы  е в. Отмет м, т , в т е т тем е ат ы, 
в аж сть е став я ась как асс в ая месь, т  т аже  в тс тств  с агаем г  с 
г ав та е  в вы аже  ( ). Ве ы в ф г ы  ск ка  меют з а е е 
тф ьт ва ы   в еме  т е ме ы  е , аемы  еше ем с тветств ющ  
эв ю ы  ав е : я к ет еск  э е г  т е т ст , ее ск ст  
сс а ,  ква ата ьса  тем е ат ы.  
В т ге ав яя к с стеме ( )-( ) ав е я  я к ет еск  э е г  
т е т ст , ее ск ст  сс а ,  ква ата ьса  тем е ат ы 
(т е а амет еск ю м е ь ε θ2) аем замк т ю с стем  ффе е а ь ы  
ав е  [ ]. 
Д я ск ет за  с стемы ффе е а ь ы  ав е  с ьз ется мет  
к е ы  ем в, еа з ва ы  я ас ета а зв ь ы  с вмеще ы  
ест кт ва ы  ас ет ы  сетка . А кс ма я все  е в ав е   
( еста а ы , к вект в ы , фф з ы ) с ществ яется с емам  вт г  я ка 
т ст . Вза м связь я ав е я  я ск ст  с ществ яется е ез е  
асще е я im le-C. Д я еше я с стемы а ге а еск  ав е  с ьз ется 
м г сет ы  мет .  
ест в е  
Д я тест ва я математ еск  м е  ассм т е  еск ьк  тест вы  за а   
св  к век . Пе вая за а а е став яет с  за а   азв т  
св к вект в г  те е я в заз е меж  ам . В т  а с а с м 
, (6)
где 
стохастическую часть. Уравнения замыкались через многопараметрическую модель, где для 
рейнольдсовых напряжений испол з валась гипотеза ту булентной вязкости, а для 
турбулентного потока тепла использовалось дополнительное слагаемое с амплитудой 
пульсаций емпературы. Исп льзовался следующий вид для тензора рейнольдсовых 
напряжений τij и турбулентных потоков тепла (τθj) и влаги (τhj): 
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где ��� � ������/��� -турбулентная вязкость,  β коэффициент теплового расширения. 
Выражения (4)-(6) получены из точных уравнений для вторых моментов, с 
сохранением структуры всех источниковых чл ов. Отметим, что, в отличие от температуры, 
влажность представлялась как пассивная примесь, что отражено в о сутствии слагаемого с 
гравитацией в выражении (6). Величины  фигурных скобках имеют значение 
отфильтрованных по времени трехмерных полей, получаемых решением соответствующих 
эволюционных уравнений: для кинет ческой энергии турбулентности, ее скор с и 
диссипации, и квадрата пульсаций температуры.  
В итоге добавляя к системе (1)-(6) уравнения  для кинетической энергии 
турбулентности, ее скорости диссипац и, и квадрата пульсаций температуры 
(трехпараме рическую модель k−ε−θ2) получаем замкнутую систему дифференциальных 
уравнений [2]. 
Для дискр т зации системы дифференциальных уравнений используется метод 
конечных объемов, реализованный для расчета на произвольных совмещенных 
неструктурир ван расчетных сетках. Аппроксимация всех членов уравнений  
(нестационарных, онвектив ых, диффузионных) осуществляется хемами второго порядка 
точности. Взаимосвязь поля давления и поля скорости осуществляетс  через процедуру 
расщепления Simple-C. Для решения системы алгебраических уравнений используется 
многосеточный м тод.  
Тестир вание  
Для тестирования математической модели рассмотрено несколько тестовых задач о 
свободной конвекции. Первая задача пр дставляет собой задачу о развитии 
свободноконвектив го течения в зазоре между цилиндрами. Внутри цилиндра с ради сом 
– турбулент  ; β – коэ  теплового расширения.
Выражения (4)-(6) получены из точных уравнений для вторых мом ов, с сохранением 
структуры всех источниковых членов. Отметим, что в отличие от температуры влажность 
представлялась как пассивная примесь, что отражено в отсутствие слагаемого с гравитацией в 
выражении (6). Велич ны в фигурн х кобках и еют значение тфильтрованных по времени 
трехмерных полей, получаемых решением соответствующих эволюционных уравнений: для 
кинетической энергии турбулентности, ее скорости диссипации и квадрата пульсаций темпе-
ратуры. 
В итоге, добавляя к системе (1)-(6) уравнения для кинетич ской энергии турбулентности, 
ее корост  диссипации и квадрата пульсаций температуры (трехпа аметрическую модель 
k−ε−θ2), получаем замкнутую систему дифференциальных уравнений [2].
Для дискретизации системы дифференциальных уравнений используется метод конечных 
объемов, реализованный для расчета на произвольных совмещенных неструктурированных 
расчетных сетках. Аппроксимация всех членов уравнений (нестационарных, конвективных, 
диффуз онных) осуществляется схемами второго порядка то ности. Взаимосвязь поля давле-
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ния и поля скорости происходит через процедуру расщепления Simple-C. Для решения систе-
мы алгебраических уравнений используется многосеточный метод. 
Тестирование 
Для тестирования математической модели рассмотрено несколько тестовых задач о 
свободной конвекции. Первая задача представляет собой задачу о развитии свободнокон-
вективного течения в зазоре между цилиндрами. Внутри цилиндра радиусом 46,3 мм рас-
положен другой цилиндр радиусом 17,8 мм. Пространство между цилиндрами заполнено 
воздухом. Стенки внутреннего цилиндра имеют постоянную температуру 100 ºС, стенки 
внешнего – 54 ºС. Система находится в поле сил тяжести, в результате в полости между 
цилиндрами формируется ламинарное конвективное течение. На рис. 1 изображена общая 
картина течения, распределение поля температуры и график температуры в сравнения с 
экспериментом.
Вторая тестовая задача посвящена формированию турбулентного течения в замкнутой 
пространственной полости с нагреваемой стенкой. На рис. 2 представлены результаты сопо-
ставления картины течения в камере с нагреваемой стенкой, полученные расчетом и экспери-
ментально PIV-методом в ИТ СО РАН.
Результаты моделирования 
Красноярск расположен по берегам реки и окружен предгорьем Саян и холмами. Для по-
строения расчетной области брали геодезические данные. Для предварительного моделиро-
вания использовалась расчетная область размером 32x17x2 км, на которой строилась сетка, 
состоящая из около 5,6 млн узлов (рис. 3).
При задании граничных условий считалось, что река является источником влаги и имеет 
постоянную температуру ~ 0 ºC. Температура окружающей поверхности земли менялась со 
временем по синусоидальному закону, имитируя суточный цикл. Данные по суточной дина-
мике температуры брали из осреднения данных городских метеостанций [3]. При модели-
ровании учитывалось движение реки, полученное из предварительного 2D-расчета течения 
Рис. 1. Течение в зазоре между цилиндрами: а – модуль скорости; б – поле температуры; в – распределения 
температуры вдоль вертикальной линии над внутренним цилиндром
Fig. 1. The flow in the gap between the cylinders: a – the velocity modulus; b – the temperature field; c – the 
temperature distribution along the vertical line above the inner cylinder
46,3 мм расп ложен другой цилиндр с радиусом 17,8 мм. Пространство между цилиндрами 
заполнено воздухом. Стенки внутреннего цилиндра имеют температуру постоянную 100С, 
стенки внешнего – 54С. Система находится в поле сил тяжести, в результате в полости 
ежду цилиндрами форми уется ламинарн е конвективное течение. На рисунке 1 
представлена общая картина течения, распределение поля температуры и график 
температуры в сравнения с экспериментом. 
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Рис. 1. Течение в зазоре между цилиндрами: а) модуль скорости, б) поле температуры, 
в) распределения температуры вдоль вертикальной линии над внутренним цилиндром 
Fig.1. The flow in the gap between the cylinders: a) the velocity modulus, b) the temperature 
field, c) the temperature distribution along the vertical line above the inner cylinder 
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пространственной полости с нагреваемой стенкой. На рис. 2 представлены результаты 
сопоставления картины течения в камере с нагреваемой стенкой полученные расчетом и 
экспериментально PIV методом в ИТ СО РАН. 
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Рис. 2. Турбулентное течение в полости. Поле скорости в центральном сечении: а) 
численный расчет, б) PIV измерение. Компонента скорости U: в) расчет. г) PIV эксперимент 
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46,3 мм расположен другой цилиндр с радиусом 17,8 мм. Пространство между цилиндрами 
заполнено воздухом. Стенки внутреннего цилиндра имеют температуру постоянную 100С, 
стенки внешнего – 54С. Система находится в поле сил тяжести, в результате в полости 
между цилиндрами формируется ламинарное конвективное течение. На рисунке 1 
представлена общая картина течения, распределение поля температуры и график 
температуры в сравнения с экспериментом. 
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Рис. 2. Турбулентное течение в полости. Поле скорости в центральном сечении: а) 
численный расчет, б) PIV измерение. Компонента скорости U: в) расчет. г) PIV эксперимент 
Рис. 2. Турбулентное течение в полости. Поле скорости в центральном сечении: а – численный расчет; 
б – PIV-измерение. Компонента скорости U: в – расчет; г – PIV-эксперимент
Fig. 2. Turbulent flow in the cavity. The velocity field in the central section: a – numerical calculation; b – PIV-
measurement. Component of velocity U: c – calculation; d – PIV-experiment
Рис. 3. Расчетная область атмосферы над г. Красноярском и расчетная сетка
Fig. 3. The calculated atmospheric region above the city of Krasnoyarsk and the calculated grid 
Fig. 2. Turbulent flow in the cavity. The velocity field in the central section: a) numerical 
calculation, b) PIV measurement. Component of  velocity U: c) calculation. d) PIV experiment 
 
Результаты моделирования  
Город Красноярск расположен по берегам реки и окружен предгорьем С ян и 
холмами. Для построения расчетной области использовались геодезические данные. Для 
предварительного моделирования использовалась расчетная область размером 32x17x2 
километра, на которой строилась сетка, состоящая из около 5,6 миллионов узлов (Рис. 3). 
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Fig. 3. The calculated atmospheric region above the city of Krasnoyarsk and the calculated grid  
При задании граничных условий считалось, что река является источником влаги и 
имеет постоянную температуру ~ 0oC. Температура окружающей поверхности земли 
менялась со временем по синусоидальному закону, имитируя суточный цикл. Данные по 
суточной динамике температуры брались из осреднения данных городских метеостанций [3]. 
При моделировании учитывалось движение реки, полученное из предварительного 2D-
расчета течения воды в реке. Основными источниками выбросов в атмосферу в городе 
являются предприятия энергетики, металлургии и транспорт. Данные по температуре 
поверхности и источникам загрязнений основывались на анализе литературных источников 
и данных натурных измерений (Рис. 4). 
  
                                      а)                                        б) 
воды в реке. Основными источниками выбросов в атмосферу в городе выступают предпри-
ятия энергетики, м таллургии и тр нсп рт. Данные по температуре поверхности и источ-
никам загрязнений основывались на анализе литературных источников и данных натурных 
измерений (рис. 4).
В результате расчета получаются данные о суточной динамике атмосферы над городом и 
распространении вредных примесей (рис. 5). Усредненные по времени (за сутки) поля концен-
трации примеси, полученные при моделировании, показаны на рис. 6. 
Время расче а ед ничного варианта на дном процессоре класса Intel 7 составляет поряд-
ка 300 ч. В дальнейшем предполагается реализовать модель для параллельных расчетов на вы-
сокопроизводительной кластерной системе, что позволит выполнять моделирование в режиме 
реального времени. 
Fig. 2. Turbulent flow in the cavity. The velocity field in the central section: a) numerical 
calculation, b) PIV measurement. Component of  velocity U: c) calculation. d) PIV experiment 
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При задании граничных условий считалось, что река является источником влаги и 
имеет постоянную температуру ~ 0oC. Температура окружающей поверхности земли 
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суточной динамике температуры брались из осреднения данных городских метеостанций [3]. 
При моделировании учитывалось движение реки, полученное из предварительного 2D-
расчета течения воды в реке. Основными источниками выбросов в атмосферу в городе 
являются предприятия энергетики, металлургии и транспорт. Данные по температуре 
поверхности и источникам загрязнений основывались на анализе литературных источников 
и данных натурных измерений (Рис. 4). 
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Заключение
В статье представлена математическая модель динамики атмосферы и распространения 
загрязнений над г. Красноярском. Приведены результаты тестирования модели и предвари-
тельные результаты расчетных исследований. Показана необходимость развития модели для 
возможности ее использования на высокопроизводительных кластерных системах с целью 
проведения расчетов в реальном режиме времени.
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ, Правительства Крас-
ноярского края, Красноярского краевого фонда поддержки научной и научно-технической 
деятельности в рамках научных проектов № 16-41-240788 р_а и 16-41-242156 р_офи_м.
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